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Zusammenfassung: Wenn sich in zwei verschlosse-
nen Umschldgen Geld befindet und man nur weifs,
dass sich in einem Umschlag doppelt so viel Geld
wie in dem anderen befindet, dann sollte ein Spieler
indifferent in der Wahl zwischen beiden sein. Wenn
aber ein Umschlag gedffnet ist, dann sollte diese Ent-
scheidung von dem beobachteten Wert und der eige-
nen subjektiven Wahrscheinlichkeit abhdngen.

1 Einleitung

Angenommen man zeigt Thnen zwei verschlossene
Umschlédge, von denen jeder einen gewissen Geld-

betrag beinhaltet. Einer der Umschlége — Sie wissen
aber nicht welcher — enthélt zweimal so viel Geld wie
der andere. Sie diirfen sich einen Umschlag auswéh-
len und behalten, was auch immer im Umschlag ist.
Sie wéhlen per Zufall einen Umschlag, aber bevor
Sie ihn 6ffnen, erhalten Sie die Moglichkeit, den Um-
schlag noch mal zu wechseln. Was sollen Sie tun?

Die folgenden Argumente schlagen vor, dass Sie
wechseln sollen. Bezeichnen wir den Betrag im von
Thnen ausgewdhlten Umschlag mit 4. Da der andere
Umschlag mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder
den halben oder den doppelten Betrag enthilt, ist Ihr
erwarteter Gewinn beim Wechseln
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Wenn Sie jedoch den Betrag im anderen Umschlag
mit B bezeichnen, dann sagt uns Gleichung (1), nach-
dem wir A4 durch B ersetzt haben, dass wir wiederum
wechseln sollen, da der erwartete Gewinn grof3er als
B sein wird. Bei fortgesetzter Wiederholung dieses
Arguments findet man sich in einem unendlichen hin
und her Pendeln zwischen den Umschldgen. Worin
liegt der Irrtum in unserem Gedankengang?

Obwohl die Rechnung in (1) absolut richtig ist, lau-
tet die Antwort, dass die primére Voraussetzung fiir
algebraische Konsistenz verletzt worden ist. Wie
von Bruss (1996), Falk (2008) und anderen Autoren
hervorgehoben wurde, steht das Symbol 4 im ersten
Ausdruck fiir den grofleren der beiden Betrége in den
beiden Umschlidgen (denn nur dann enthélt der andere
Umschlag A4/2), wohingegen im zweiten Term A4 den
kleineren der beiden Betrége bezeichnet (aus Sym-
metriegriinden). Gleichzeitig steht 4 auf der rechten
Seite von (1) fiir eine Zufallsvariable, ndmlich der
Betrag in Ihrem zufillig ausgewidhlten Umschlag.

Da jeder der beiden Umschlédge mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit den Betrag S oder 2§ enthélt, wobei
S > 0 der kleinere der beiden Betrdge ist, ist der kor-
rekte erwartete Betrag in beiden Umschlégen dersel-
be, ndmlich 35/2. Daher lautet die Quintessenz, dass
es keinen Unterschied ausmacht, ob Sie die Umschla-
ge wechseln oder bei Threr Wahl bleiben.

2 Einige ,Was-ware-wenns*

Eine nahe liegende nichste Frage lautet: ,,Was wire,
wenn ich meinen ausgewéhlten Umschlag 6ffne und
den Betrag 4 sche, den er enthdlt?” Intuitiv mag
man geneigt sein zu sagen, dass die Entscheidung
zwischen Bleiben oder Wechseln von der Hohe die-
ses Betrags abhingen sollte. Anderseits, warum soll-
te das vorangegangene Argument nicht auch auf das
beobachtete 4 angewandt werden kdnnen und ganz
dhnlich Indifferenz implizieren?

Angenommen, der Betrag 4 in meinem Umschlag
ist 100000. Verniinftige und bodenstindige Uberle-
gungen mogen mich dann glauben lassen, dass die
Wahrscheinlichkeit dass 100000 der gréfere der
beiden Betrige ist, betrdchtlich grofler ist als die
Wahrscheinlichkeit, dass dies der kleinere der beiden
Betrage ist. Als Konsequenz wiirde ich mich ent-
scheiden, diesen Betrag zu behalten.

Aber wenn ich in meinem Umschlag 4 = 1 finde?
Wahrscheinlich wiirde ich mich in diesem Fall
entscheiden zu wechseln, und zwar mit der
Begriindung, dass der Betrag im anderen Umschlag
wohl schon etwas grofer sein wiirde. Wenn ich je-

doch 10 in meinem Umschlag finde, dann mag ich
tatséchlich geneigt sein zu glauben, dass mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit der andere Umschlag 5 oder 20
enthilt. Ersetzt man 10 fiir 4 in Gleichung (1), so
erhilt man einen Erwartungswert von 12,5 im ande-
ren Umschlag und wiirde fiir den Wechsel optieren.

Dabher sollten meine vorausgegangenen Vorstellungen
beziiglich der Wahrscheinlichkeiten moglicher Werte
in den Umschlédgen eine wichtige Rolle bei der Wahl
meines Zugs spielen (Christensen und Utts 1992; Ni-
ckerson und Falk 2006). Meine Entscheidung sollte
von der beobachteten Hohe von 4 abhingen in Ver-
bindung mit meiner subjektiven Wahrscheinlichkeit
P(A), dass A der groBere der beiden Betrage ist. Of-
fensichtlich impliziert P(4) = ' eine Priferenz fiir
das Wechseln wie in (1).

Lost man die Gleichung
P(A) 5+ (1 - P(4)24 =4

nach P(A4) auf, so erhélt man P(4) = 2/3. Dies ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ich indifferent zwi-
schen Bleiben und Wechseln sein sollte. Anderer-
seits sollte ich wechseln, solange meine subjektive
Wahrscheinlichkeit, dass mein gewéhlter Umschlag
den groBeren der beiden Werte hat, kleiner als 2/3 ist.
Und wenn diese Wahrscheinlichkeit groBer als 2/3 ist,
sollte ich bei meiner urspriinglichen Wahl bleiben.
(Brams und Kilgour 1995). Intuitiv ist die Schranke
von 2/3 plausibel: Man sollte wechseln, wenn man
glaubt, dass die Gewinnchancen, dass man den gro-
Beren der beiden Betrdge hat, weniger als 2-zu-1 ist,
weil, wenn man wechselt und gewinnt, der Gewinn
dann zweimal mal so viel ist wie der Verlust, den man
erleidet, wenn man beim Wechseln verliert.

Aber was ist, wenn meine Wahrscheinlichkeiten, dass
A entweder der groBere oder der kleinere Betrag immer
gleich sind? Dies wiirde implizieren, dass ich unend-
lich oft hin und her wechsle, wie ja schon in (1) emp-
fohlen wurde. Jedoch verletzten solche subjektiven
Wahrscheinlichkeiten die grundlegenden Axiome der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Der Glaube, dass, was
auch immer man in einem Umschlag findet, genauso
wahrscheinlich wie das doppelte (halbe) dieses Betrags
ist, bedeutet (im diskreten Fall), dass unendlich viele
Werte gleichwahrscheinlich sind. Jedoch ist dies
eine uneigentliche Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Unendlich viele Werte konnen nicht dieselbe Wahr-
scheinlichkeit haben, da die Summe aller Wahrschein-
lichkeiten eins sein muss. Die Verbindung von Kon-
stanz mit Unendlichkeit zieht heftige Absurditéten
nach sich. (siehe z. B. Falk und Samuel-Cahn 2001).
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Uberraschenderweise gibt es jedoch echte Verteilun-
gen, diskret und kontinuierlich, fiir die der Erwar-
tungswert in den Umschldgen immer groBer (nicht
unbedingt um 25 %) ist als das A im gewahlten Um-
schlag. Dies wiirde wiederum fiir den Wechsel spre-
chen, was auch immer man im Umschlag vorfindet,
und das Paradoxon scheint wieder aufzutauchen
(Brams und Kilgour 1995; Blachman und Kilgour
2001). Jedoch zeigten diese Autoren, dass derartig
anomale Verteilungen einen unendlichen Erwar-
tungswert haben, und sie merkten an, dass sie in ma-
terieller Weise undurchfiihrbar sind. Es ist sinnvoll,
anzunehmen, dass personliche Wahrscheinlichkeits-
verteilungen nicht anormal sein kdnnen, weil dies
bedeuten wiirde, dass die Werte um einen nicht-exis-
tenten Schwerpunkt schwanken wiirden (Nickerson
und Falk 2006). Wenn wir subjektiv anomale Vertei-
lungen ausschlieBen, wird der Spieler sich niemals
fiir einen bestdndigen Wechsel entscheiden.

Dies erledigt den Fall des Offnens meines Um-
schlags. Meine informierte Entscheidung sollte vom
beobachteten Wert 4 abhidngen und sollte sich auch
auf meine subjektive Wahrscheinlichkeit beziehen,
dass A der groBere Betrag ist. Diese Uberlegungen
fiihren manchmal zu der Entscheidung zu bleiben
und in anderen Situationen — aber nicht immer — zu
wechseln (ich mag auch in manchen Situationen in-
different sein). Das Paradoxon ist somit gelost.

3 Warum das Offnen von
Bedeutung ist

Wenn mit den beiden verschlossenen Umschlégen
konfrontiert, deren Identitdt unbekannt ist, ist alles
symmetrisch beziiglich der beiden Umschlidge. Kei-
nerlei Information ist gewonnen, wenn man einen
Umschlag nimmt, so dass man indifferent sein sollte
beziiglich Bleiben oder Wechseln. Wenn man jedoch
einen Umschlag 6ffnet, erhédlt man einige Informati-
on beziiglich eines der beiden Umschlige. Damit ist
die Symmetrie aufgehoben. Sobald Sie den Betrag
im Umschlag sehen, kommen IThre Uberzeugungen
beziiglich der Geldwerte, welcher voraussichtlich
mehr oder weniger der grofere Betrag ist, ins Spiel.

Zuriick zu Formel (1): die paradoxe Schlussfolgerung,
dass man immer wechseln sollte, ist aus unterschied-
lichen Griinden in den beiden Fillen verkehrt. Im Fall
verschlossener Umschlédge, liegt der Fehler darin,
dass 4 zur gleichen Zeit eine Zufallsvariable und zwei
unterschiedliche Werte, die diese Variable annehmen
kann, bezeichnet. Obwohl im Fall des offenen Um-
schlags 4 durchgingig denselben beobachteten Wert
bezeichnet und der andere Umschlag tatsdchlich ent-

weder A/2 oder 24 beinhaltet, ist es nicht wahr, dass
die Wahrscheinlichkeiten dieser zwei Moglichkeiten
immer gleich sind. Diese Wahrscheinlichkeiten vari-
ieren als eine Funktion von 4 und dem eigenen vor-
ausgegangenen Wissen und den eigenen Uberzeugun-
gen. Man konnte jedoch darauf bestehen den festen
aber ungesehenen Betrag im Umschlag mit 4 auch in
dem Fall verschlossener Umschldge zu bezeichnen,
so dass A denselben unbekannten Wert in allen Teilen
von (1) bezeichnet. Aber dann kdnnen wiederum die
Wahrscheinlichkeiten, dass der andere Umschlag ent-
weder 4/2 oder 24 enthilt, fiir alle moglichen Werte
von A nicht gleich sein. Daher sollte man indifferent
sein, wenn man den Wert im Umschlag nicht sieht,
oder sich ganz weigern, das Spiel zu spielen.
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